2. ZAHLENTHEORIE, TEILBARKEIT

1. Definition:

Sind a und b natürliche Zahlen, so nennt man a einen Teiler von b, wenn sich eine natürleiche Zahl q finden läßt, mit welcher die Gleichung a ˙ q =b erfüllt ist. In diesem Fall sagt man „ b ist teilbar durch a „

Mit Zeichen:


 a | b 

Lies:    b ist teilbar durch a





oder





a ist Teiler von b


Bsp.:


3 | 18 , da 6 eine natürliche Zahl ist und 3 ˙ 6 = 18 ( hier: a=3; b=18; q=6)
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( Lies: 7 ist kein Teiler von 18), da keine natürliche Zahl mit 7 multipliziert 18 ergibt.

Aus der Definition der Teilbarkeit ergeben  sich die folgenden wichtigsten Eigenschaften:

· a | a 
(Jede natürliche Zahl ist teilbar durch sich selbst) Bsp.: 5 | 5

· Sind a | b und b | c , so ist auch  a | c.  Bsp.:  5 | 10 und 10 | 20 
[image: image2.wmf]Þ

 5 | 20

· Sind a | b und a | c, so ist auch  a | b+c. Bsp.:  3 | 6 und 3 | 9  
[image: image3.wmf]Þ

 3 | 15

· Sind a | b+c und a | b, so ist auch a | c. Bsp.:  3 | 15 und 3 | 6  
[image: image4.wmf]Þ

 3 | 9

· Ist a | b, so ist auch a | bd.  Bsp.:  4 | 12 
[image: image5.wmf]Þ

 4 | 12 ˙ 2, also 4 | 24

· Ist a | 1, so ist
a=1.

· Sind a | b und b | a , so ist a=b.

2. Definition:

Man nennt die Teiler 1 und a die unechten Teiler der Zahl a. Die übrigen Teiler der Zahl a heißen die echten Teiler von a.

Bsp.:  1 und 8 sind unechte Teiler von 8,  2 und 4 sind echte Teiler von 8.

3. Definition: 

Diejenigen natürlichen Zahlen, die genau zwei positive Teiler haben, heißen Primzahlen.

Bsp.: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ……

Es sind unendliche Primzahlen.
4. Definition: 

Diejenigen natürlichen Zahlen, die größer als 1 sind und mehr als zwei positive Teiler haben, nennen wir zusammengesetzte Zahlen.

Bsp.: 4, 6, 8, 9, 10, ……

Es sind unendliche zusammengesetzte Zahlen.
Bemerkung:

Die 1 wird weder als eine Primzahl noch als eine zusammengesetzte Zahl aufgefaßt.

5. Definition:
Zwei Zahlen a und b heißen relativ prim, wenn sie außer der 1 keine gemeinsamen Teiler haben. Man schreibt: (a;b)=1

Satz:

Ist a | c und b | c und besteht (a;b)=1 so gilt auch ab | c. 
[image: image6.wmf]
Beweis:

Wegen a | c 

b | c
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ist c ein Vielfaches sowohl von a als auch von b 
[image: image8.wmf]Þ

daher c ein Vielfaches von [a;b] (oder c=[a;b]    
[image: image9.wmf]Þ

Da  (a;b)=1 gilt, so ist jetzt laut [a;b]=a˙b    
[image: image10.wmf]Þ

Daher ist c ein Vielfaches von ab, also besteht  ab | c. 

Wir haben den Satz bewiesen.

6. DER FUNDAMENTALSATZ DER ZAHLENTHEORIE:

Jede zusammengesetzte Zahl kann eindeutig in ein Produkt von Primzahlen zerlegt werden. (Von der Reihenfolge ihrer Faktoren abgesehen.)

Bsp.: 
24=3˙2˙2˙2

7. Die Bestimmung der Anzahl der Teiler:

Behauptung:

Gilt 
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     wobei     p1, p2, p3,…,pn  verschiedene Primzahlen und







k1, k2, k3,…,kn, positive ganze Exponenten bedeuten, so ist die Anzahl der Teiler von a gleich (k1+1)(k2+1)(k3+1)…(kn+1).

Bsp.: Ich ermittle die Anzahl der Teiler von 120.


   Die Primfaktorenzerlegung von 120:
120=23 ˙ 3 ˙ 5


   Die Anzahl der Teiler: (3+1)(1+1)(1+1)=16 

8. VERWENDUNG VON TEILBARKEIT UND TEILER:

· Man muß oft den größten gemeinsamen Teiler oder das kleinste gemeinsame Vielfache finden.

Definition: 

Der größte gemeinsame Teiler von zwei oder mehreren natürlichen Zahlen ist die größtmögliche Zahl, die Teiler von allen gegebenen Zahlen ist.

Man bestimmt den größten gemeinsamen Teiler mehrerer Zahlen, indem man diese zunächst  in Primfaktoren  zerlegt und danach das Produkt  der gemeinsamen Faktoren bildet. 

Bsp.: 312=23 ˙ 3 ˙ 13


   180=22 ˙ 32 ˙ 5


(312; 180)= 22 ˙ 3= 12

Definition: 

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist die kleinstmögliche Zahl, die Vielfaches von allen gegebenen Zahlen ist.

Man bestimmt das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen, indem man diese zunächst  in Primfaktoren  zerlegt und danach das Produkt  aller vorkommenden  Faktoren mit der höchstens vorkommenden Hochzahl bildet. 

Bsp.: 312=23 ˙ 3 ˙ 13


   180=22 ˙ 32 ˙ 5


[312; 180]= 23 ˙ 32 ˙ 5 ˙ 13= 4680

· Man muß das kleinste gemeinsame Vielfache finden, zum Beispiel, wenn man Brüche addieren will.

· Man muß den größten gemeinsamen Teiler finden, zum Beispiel, wenn man Brüche kürzen will.

· Die Primzahlen verwendet man in der Public-Key Kryptographie am Beispiel des RSA-Algorithmus.
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