5. Zusammenhänge zwischen den Seiten und Winkeln des Dreiecks

1. Wir wissen bereits, dass ein Dreieck eindeutig bestimmt ist, wenn folgende Angaben gegeben sind:

(1) drei Seiten,

(2) zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel,

(3) eine Seite und die zwei anliegenden Winkel oder

(4) zwei Seiten und der Winkel, der der größeren Seite gegenüber liegt.

2. Satz: Sind in einem Dreieck zwei Seiten gleich,so liegen diesen gleichen Seiten auch gleiche Winkel gegenüber.
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Bemerkung:

Nach diesem Lehrsatz sind alle Winkel in einem regelmäßigen Dreieck 60°.

3. Satz: Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, so liegen diesen gleich lange Seiten gegenüber.
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Beweis: 
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In der Abbildung werden beide mit ω bezeichnet.  ω < α ,was aus dem Vergleich der beiden Winkel bei Ecke C offensichtlich ist. ω > α , da ω ein Außenwinkel des Dreiecks AA’C ist und so gleich der Summe der beiden nicht neben ihm liegenden Innenwinkel sein muss. Der eine dieser Winkel ist α , so dass offensichtlich ω > α folgt.

Die beiden Behauptungen widersprechen einander. Da die Schlüsse richtig gezogen wurden, muss der Grund in der Annahme liegen, dass gleichen Winkeln nicht gleiche Seiten gegenüberliegen. Also sind die beiden gegenüberliegenden Seiten gleich lang. 

 α=γ    =>    a=c 

Ich habe den Satz bewiesen.

Bemerkung:

Der zweite und dritte Satz sind Umkehrungen voneinander. Sie lassen sich folgendermaßen zusammenfassen:   a=c ( α=γ    

4. Behauptungen

   a./  Dafür, dass im Dreieck zwei Seiten gleich lang sind, ist es notwendig und hinreichend, dass die ihnen gegnüberliegenden beiden Winkel gleich groß sind.

   b./ Zwei Seiten eines Dreiecks sind dann und nur dann gleich lang, wenn die ihnen gegnüberliegenden Winkel gleich groß sind.
5.   Aus den Dreiecken ABF und CBF folgt auch noch, dass die Winkel bei Punkt F rechte sind, ferner, dass Strecke BF den Winkel bei Ecke B halbiert. Es ist auch wahr, dass die Basis des gleichschenkligen Dreiecks durch das aus dem gegenüberliegenden Eckpunkt auf sie gefällte Lot halbiert wird.
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7. Satz : Im Dreieck liegt dem größeren von zwei Winkeln immer die größere Seite gegenüber (dem kleineren Winkel liegt die kleinere Seite gegenüber.) 

γ < α =>  AB<BC

8. Sätze 6. und 7. sind Umkehrungen voneinander. Sie lassen sich kurz in der folgenden Form zusammenfassen:

 c<a (  γ < α

9. Definition: Zwei Figuren sind kongruent, wenn es solche Kongruenzabbildung gibt, welche die eine Figur in die andere Figur überführt.

Das Zeichen der Kongruenz: 
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Die Grundfälle der Kongruenz von Dreiecken:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
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I. – die entsprechenden Seiten des Dreiecks gleich
lang sind (SSS)
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II. – zwei – zwei Seiten und der von ihnen
eingeschlossene Winkel gleich sind(SWS)
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III. – zwei – zwei Seiten und der längeren Seite
 gegenüber liegende Winkel gleich sind (SSWgr.)
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IV. – eine Seite und die anliegenden Winkel gleich
 sind (WSW)
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10.Verwendung : 

· Die Zusammenhänge zwischen den Seiten und Winkeln des Dreiecks können  wir bei Lösung der geometrischen Aufgaben verwenden.
· Wir können Entfernungen und Höhen mit Hilfe von Verhältnissen bestimmen.
Bsp.: An einem Berghang führt eine Bergbahn auf einer geradlinigen Bahnstrecke von 132 m Länge mit einem Anstiegswinkel von 24o bergauf. Wie hoch liegt die obere Endstation über der unteren?

Lösung: 

Wir stellen eine Skizze her und zeichnen das rechtwinklige Dreieck PQR mit dem Winkel von 24o. Es sei PQ=13,2cm. Wir messen die QR Kathetenlänge.

· Das Rechnen mit den Seitenverhältnissen ähnlicher rechtwinkliger Dreiecke hat so große Bedeutung erlangt, dass für die verschiedenen Verhältniszahlen sogar besondere Namen eingeführt wurden. (sin 
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Készítette: 
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6. Satz: Im Dreieck liegt der größeren von zwei Seiten immer der größere Winkel gegenüber ( der kleineren Seite liegt der kleinere Winkel gegenüber).


BA<BC => γ < α





Beweis:


In dem Dreieck  ABC sind zwei Seiten gleich lang : AB=BC. Die 


Seitenmitte F von Seite AC wird mit Ecke B verbunden. Die Seiten der Dreiecke ABF und CBF stimmen paarweise überein, deshalb sind die entsprechenden Winkel der beiden Dreiecke ebenfalls gleich.
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Also, wenn a=c  =>   α= γ


Ich habe den Satz bewiesen.





Die Winkel bei den Ecken A und C sind gleich groß, beide sind α . Für die Gleichheit der ihnen gegenüberliegenden Seiten wollen wir einen indirekten Beweis geben. Nehmen wir an, die diesen Winkeln gegenüberliegenden Seiten seien nicht  gleich groß. Z.B. sei BC< AB. Die kürzere Strecke BC tragen wir von Ecke B aus auf Seite BA ab. So erhalten wir einen inneren Punkt A’ dieser Seite.


Dreieck A’BC ist gleichschenklig, deshalb liegen den Seiten BC = BA’ gleiche Winkel gegenüber.
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